Anhang A
Rechnen mit Matrizen

Die Darstellung einiger der in diesem Text behandelten Verfahren wird
durch die Verwendung der Matrizenrechnung wesentlich erleichtert. In die-
sem Anhang erkldren wir die erforderlichen Grundbegriffe.

A.1 Grundbegriffe

1. Unter einer Matriz verstehen wir eine rechteckig angeordnete Menge
von Zahlen, wobei es sich im allgemeinen um beliebige reelle Zahlen han-
deln kann. Wenn es n Zeilen und m Spalten gibt, spricht man von einer
(n, m)-Matriz oder von einer Matrix der Ordnung (n,m). Zum Beispiel ist

DN DN s =
—_ - = W
ol 00 ~J ©

eine (4,3)-Matrix. Die Schreibweise A := ... sagt, dafl man dieser Matrix
den Namen A geben mochte. Beliebige andere Namen sind mdoglich; in
diesem Text verwenden wir (meistens) fettgedruckte Buchstaben.!

2. Um allgemein auf eine (n,m)-Matrix Bezug nehmen zu koénnen, ver-
wenden wir die Schreibweise

A = (a;)

wobei sich der Index ¢ auf die Zeilen, der Index j auf die Spalten der Matrix
bezieht. In ausfiihrlicher Schreibweise hat man also

ailr a2 - Aim

az1 Qa2 -+ A2m
A =

anl an2 tee Anm

Das Matrixelement a;; steht in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Wenn A
eine Matrix ist, verwenden wir gelegentlich auch die Schreibweise (A);;,
um auf das Matrixelement Bezug zu nehmen, das sich in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte von A befindet.

IEine Ausnahme ist das Symbol R, mit dem stets auf die Menge der reellen Zahlen
verwiesen wird.
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3. Vektoren sind Matrizen, die nur aus einer Zeile oder einer Spalte be-
stehen. (1, m)-Matrizen werden als Zeilenvektoren, (n,1)-Matrizen werden
als Spaltenvektoren bezeichnet. Im Kontext der Matrizenrechnung wer-
den (1,1)-Matrizen als Skalare bezeichnet und mit dem entsprechenden
Matrixelement identifiziert. Zur Bezeichnung von Vektoren verwenden wir
(meistens) fettgedruckte Kleinbuchstaben. Um uns auf die Spaltenvektoren
einer (n, m)-Matrix A zu beziehen, schreiben wir oft

A = (aj,...,an)

Gemeint ist, dafl a; die erste Spalte von A ist, as die zweite Spalte usw.

4. Es seien A und B zwei Matrizen der gleichen Ordnung. Wir schreiben
A =B wenn fiir alle 4, j gilt: a;; = b

Analog werden die Relationen < und < sowie > und > definiert, z.B.:
A <B wenn fiir alle ¢, j gilt: a;; < b;;

Man beachte, dafl diese Relationen nur eine partielle Ordnung der Matrizen
liefern.

5. Um mit Matrizen rechnen zu konnen, werden einige Operationen ver-
einbart. Die einfachste Operation ist die Multiplikation einer Matrix mit
einem Skalar. Sei A = (a;;) eine Matrix und ¢ ein Skalar; die Definition
lautet: ¢ A := (ca;j). Es wird also jedes Element von A mit der Zahl ¢
multipliziert. Wenn ¢ = 0 ist, entsteht eine Nullmatriz, bei der alle Elemen-
te gleich Null sind. Wir werden fiir Nullmatrizen das Symbol 0 verwenden
und annehmen, daf} sich ihre Ordnung aus dem Kontext ergibt.

6. Matrizen, die die gleiche Ordnung haben, kénnen addiert und subtra-
hiert werden. Seien A und B zwei (n, m)-Matrizen, dann ist

A+B .= (aij +bij) und A —-B := (aij —bij)

Man wendet also die Operationen einzeln auf alle sich entsprechenden Ma-
trixelemente an.

7. Eine Matrix A kann mit einer Matrix B multipliziert werden, wenn die
Anzahl der Spalten von A und die Anzahl der Zeilen von B gleich sind.
Sei also A = (a;5) eine (n,m)-Matrix und B = (b;;) eine (m,p)-Matrix.
Dann ist das Produkt C := AB eine (n,p)-Matrix mit den Elementen

m
Cij = E @ikbr;
k=1

Zum Beispiel kann die zu Beginn definierte (4, 3)-Matrix A mit einem
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1
(3,1)-Spaltenvektor b := 1 multipliziert werden. Man erhilt als
1
13
Ergebnis den (4, 1)-Spaltenvektor Ab = 13 , der die Zeilensummen
8

der Matrix A enthilt. Man beachte, da3 die Matrixmultiplikation nicht
kommutativ ist, d.h. im allgemeinen ist AB # BA.

8. Unter Verwendung der bisher gegebenen Definitionen kann man sich
davon iiberzeugen, dafl folgende Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen
giiltig sind. Dabei sind A, B und C jeweils Matrizen passender Ordnung,
und a und b sind Skalare.

A+B = B+A aB+C) = aB+aC
A+B+C) = (A+B)+C aB-C) = aB-aC

A(BC) = (AB)C (@+b)C = aC+bC
A(B+C) = AB+AC (@a—b)C = aC—bC
(B+C)A = BA{CA a(bC) = (ab)C
A(B-C) = AB-AC a(BC) = (aB)C
(B—C)A — BA-CA 4B = Bua

9. Eine oft verwendete Operation ist die Transposition, die darin besteht,
daf} die Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht werden. Sei A = (a;;)
eine (n, m)-Matrix. Durch Transposition entsteht eine (m, n)-Matrix

Al = (aji)

Wir verwenden stets ein einfaches Hochkomma, um die Transponierte einer
Matrix zu bezeichnen. Es gilt folgende wichtige Regel:

(AB) = B'A’

Die Transposition ist auch fiir das Rechnen mit Vektoren wichtig. Seien
x und y zwei (n, 1)-Spaltenvektoren. Dann ist x'y ein Skalar, jedoch xy’
eine (n,n)-Matrix.

10. Wenn x = (x1,...,2,) ein Spaltenvektor ist, kann man insbesondere
das Produkt x'x = "7, 27 bilden. Das Ergebnis ist eine stets nicht-
negative Zahl, deren Wurzel

x| = Vi

als euklidische Ldnge des Vektors x bezeichnet wird.
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11. Eine Matrix heiflt quadratisch, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten
hat. Ist A = (a;;) eine quadratische (n,n)-Matrix, ist ihre Spur (trace)
durch

tr(A) = i @i
i=1

definiert. Es gilt folgender Zusammenhang;:

tr(A'A) = >

i=1 j

aj; = tr(AA)
1

n n

Diese Gleichung gilt auch fiir beliebige (m,n)-Matrizen.

12. Eine quadratische Matrix A heifit symmetrisch, wenn sie mit ihrer
Transponierten identisch ist, wenn also A = A’ gilt. Man iiberlege sich,
dal A’A stets eine symmetrische Matrix ist.

13. Eine quadratische (n,n)-Matrix A = (a;;) wird eine Diagonalmatriz
genannt, wenn alle Elemente auflerhalb der Hauptdiagonalen Null sind.
Zur Definition von Diagonalmatrizen verwenden wir oft die Schreibweise:

al 0
diag(a,...,a,) :=

0 an

Offenbar ist jede Diagonalmatrix auch symmetrisch.

14. Ein wichtiges Beispiel fiir eine Diagonalmatrix ist die Einheitsmatrix.
Eine (n,n)-FEinheitsmatriz ist durch

1 0
I, = ]
0 1
definiert; in der Hauptdiagonalen stehen Einsen und auflerhalb stehen Nul-
len. Wenn A eine beliebige (n,m)-Matrix ist, gilt offenbar: AI,, = A

und I,A = A. Sei nun auflerdem B eine (m,p)-Matrix. Dann gilt auch:
AI,B = AB.

A.2 Datenmatrizen

1. Die Matrizenrechnung dient uns in diesem Text hauptséchlich dafiir,
um auf einfache Weise mit Datenmatrizen umgehen zu koénnen. In diesem
Abschnitt definieren wir das Konzept einer Datenmatrix und erinnern kurz
an einige Begriffe der Statistik. — Ausgangspunkt fiir die Konzeption von
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Datenmatrizen sind statistische Variablen. Nehmen wir an, dafl man sich
auf m statistische Variablen X1, ..., X,, beziehen m6chte und dafl es Werte
dieser Variablen fiir n Objekte (Individuen, Situationen) gibt. Dann kann
man mit z;; den Wert der Variablen X; beim Objekt ¢ bezeichnen und
diese Werte in einer Datenmatrix

11 0 Tim

X =
Tnl e Tnm

zusammenfassen. Die j-te Spalte dieser Matrix enthiilt die Werte der Va-
riablen X, die i-te Zeile enthélt die Werte der Variablen Xy,..., X, fiir
das Objekt .

2. Der Mittelwert einer Variablen X; ist durch
1 n
M(X;) = — >y
i=1

definiert. Sei jetzt 1,, ein (n, 1)-Spaltenvektor, bei dem alle Elemente gleich
1 sind. Dann kann man in folgender Weise einen Zeilenvektor bilden, der
die Mittelwerte aller Variablen enthélt:

%1;)( = (M(X3),..., M(Xp))

3. Wichtig fiir die Uberlegungen des Haupttextes sind auch die Begriffe
Varianz, Kovarianz und Korrelation. Wir erinnern deshalb kurz an die
Definitionen. Die Varianz einer Variablen X; ist durch

V(X;) = (zi; — M(X;))?
1

n

S|

3
definiert. Die Kovarianz von zwei Variablen X; und X ist durch

n

1

Cov(Xj, Xy) = > (@ij — M(X;)) (i — M(X))
i=1
definiert; und schlieflich die Korrelation von X; und X durch
Cov(X;, X;)

Corr(X;, Xj) = V(X,)V(X;)

4. Es ist oft praktisch, die Kovarianzen einer Menge von Variablen
X1,..., X, in einer Kovarianzmatrix

COV(Xl,Xl) COV(Xth)
Cov(X) = : :

Cov(Xm, X1) Cov(Xpm, Xm)
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zusammenzufassen. Es ist eine symmetrische (m, m)-Matrix. Die Haupt-
diagonale enthélt die Varianzen. (Wir verwenden wahlweise V(X)) oder
Cov(X;,X,), um die Varianz von X, zu bezeichnen.) Ganz analog kann
man eine Korrelationsmatriz

Corr(X1, X1) Corr(X1, X )

Corr(X) :=

Corr(X,, X1) Corr( X, Xim)

definieren.

5. Die Darstellung von Kovarianzmatrizen wird besonders einfach, wenn
man um ihre Mittelwerte zentrierte Variablen verwendet, also

Zj = X]‘ — M(X])

anstelle von X;. Fiir die Kovarianzen findet man dann namlich

n

1
Cov(Z;,Zj) = " Z Zijig

i=1

und es gibt die einfache Darstellung
1
Cov(X) = Cov(Z) = —Z'Z
n

fiir die Kovarianzmatrix der Variablen 7, ..., Z,,.

6. Wenn man nicht nur zentrierte, sondern standardisierte Variablen ver-
wendet (vgl. Abschnitt 5.4), also

X - M)
T V(X;)

ergibt sich eine analoge Vereinfachung fiir die Korrelationsmatrix. Denn
die standardisierten Variablen haben die Varianz 1 und die Korrelatio-
nen zwischen den standardisierten Variablen sind mit ihren Kovarianzen
identisch. Also gilt bei standardisierten Variablen:

1
Corr(X) = Corr(Z) = Cov(Z) = —Z'Z
n

A.3 Invertierbare Matrizen

1. Sei A eine quadratische (n,n)-Matrix. A heifit invertierbar, wenn es
eine (n,n)-Matrix B gibt, so daf gilt:

BA = AB =1, (A.3.1)
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Man beachte, dafl nur bei quadratischen Matrizen von Invertierbarkeit
gesprochen wird.

2. Nicht alle quadratischen Matrizen sind invertierbar. Die folgende Matrix

-(11)

ist jedoch invertierbar. Denn wenn man

5= (s ife)

verwendet, kann man sich von der Giiltigkeit der Beziehung (A.3.1) iiber-
zeugen.

3. Wenn A invertierbar ist, gibt es genau eine Matrix B, die die Gleichung
(A.3.1) erfiillt. Denn angenommen, es gébe noch eine zweite Matrix C,
so dal CA = AC = I, ist. Dann folgt: B = BAC = C. Die bei einer
invertierbaren Matrix A durch (A.3.1) eindeutig bestimmte Matrix B wird
die zu A inverse Matriz (kurz Inverse) genannt und mit A~! bezeichnet.
Also: wenn A invertierbar ist, gibt es genau eine inverse Matrix A~!, und
es gilt:

AA' = ATA =1,
4. Wenn A eine invertierbare Matrix ist, ist auch A~! invertierbar, und
es gilt:

(A=) = A

Wenn A und B invertierbare (n,n)-Matrizen sind, ist auch (AB) inver-
tierbar, und es gilt:

(AB)™! = B'A™!

denn: (AB)(B7'A7!) = A(BB™')A™! = AA~! = I,. Wenn A eine
invertierbare (n, n)-Matrix ist, dann ist auch A’ eine invertierbare Matrix,
und es gilt:

(A/>—1 — (A—1>/
denn: A/(A™1Y = (AT'A)Y =T, = 1,,.

5. Bei kleinen invertierbaren Matrizen kann man ihre Inversen per Hand
ausrechnen; die Verfahren sind jedoch miihselig und sollen hier nicht be-
sprochen werden. Bei grofleren Matrizen wird man stets einen Computer
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verwenden, um ihre Inversen zu berechnen. Eine Ausnahme bilden Diago-
nalmatrizen, deren Inverse (wenn es sie gibt) direkt hingeschrieben werden
konnen. Sei ndmlich

A = diag(a,...,an)

eine Diagonalmatrix. Dann ist A genau dann invertierbar, wenn alle Ko-
effizienten a1, ..., a, ungleich Null sind; und die Inverse ist

A~! = diag(1/ay,...,1/ay)

A.4 Linearkombinationen

1. Sei ay, ..., a,, eine Menge von (n, 1)-Spaltenvektoren. Eine Linearkom-
bination dieser Vektoren ist ein Ausdruck der Form

klal + +kmam

wobei k1, ..., ky, reelle Zahlen (Skalare) sind; sie werden die Koeffizienten
der Linearkombination genannt. Es ist klar, daBl eine solche Linearkom-
bination wiederum einen (n, 1)-Spaltenvektor liefert. Eine Linearkombina-
tion wird nicht-trivial genannt, wenn mindestens einer der Koeffizienten
ungleich Null ist.

2. Die Vektoren ay,...,a,, heiflen linear abhdngig, wenn es eine Linear-
kombination

k1a1+~~~+kmam =0

gibt, wobei mindestens einer der Koeffizienten ungleich Null ist. Die Vekto-
ren heiflen linear unabhdngig, wenn sie nicht linear abhéngig sind. Es folgt
aus der Definition: Wenn einer der Vektoren ai,...,a,, ein Nullvektor
ist, sind die Vektoren linear abhéngig. Daraus folgt umgekehrt: Wenn die
Vektoren linear unabhéngig sind, kann keiner der Vektoren ein Nullvektor
sein. Weiterhin folgt unmittelbar aus der Definition: Wenn die Vektoren
ai,...,a; linear unabhingig sind, ist auch jede Teilmenge dieser Vektoren
linear unabhéngig.

3. Wenn die Vektoren aj,...,a,, linear abhingig sind, kann mindestens
einer der Vektoren als eine Linearkombination der iibrigen dargestellt wer-
den. Denn es gibt dann eine Linearkombination

k1a1+~~~+kmam =0

wobei mindestens einer der Koeffizienten ungleich Null ist. Sei etwa k; # 0.
Dann ist
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Man kann sich weiterhin iiberlegen: Die Vektoren ai,...,a,, sind genau
dann linear unabhingig, wenn keiner der Vektoren als eine Linearkombi-
nation der iibrigen Vektoren dargestellt werden kann.

4. Ein Vektor b wird ein skalares Vielfaches eines Vektors a genannt, wenn
es eine Zahl c gibt, so dafl b = ca ist. Offenbar gilt, dal zwei Vektoren
a und b genau dann linear unabhéngig sind, wenn keiner der beiden ein
skalares Vielfaches des jeweils anderen ist.

5. Wenn A = (ay,...,a,) eine invertierbare (n,n)-Matrix ist, dann sind
ihre Spaltenvektoren ai,...,a, linear unabhéngig. Denn angenommen,
dafl Ak = 0 ist, wobei k = (k1,...,k,)" irgendein Vektor ist. Dann folgt
aus der Invertierbarkeit von A:

k=(AT'A)k = A'(Ak) = 0

Es gibt also keine nicht-triviale Linearkombination der Spalten von A, mit
der man einen Nullvektor erzeugen konnte. Es gilt auch umgekehrt: Wenn
die (n,1)-Spaltenvektoren as, ..., a, linear unabhéngig sind, dann ist die
Matrix

A = (aj,...,a,)

invertierbar. Ein Beweis ist jedoch etwas komplizierter und soll hier aus-
gelassen werden.

6. Sei aj,...,a,, eine Menge von (n,1)-Spaltenvektoren. Wenn m > n
ist, sind diese Vektoren linear abhingig. Denn angenommen, sie wéren
linear unabhéngig. Dann wiren auch die Vektoren ai,...,a,41 linear un-
abhéngig, und keiner von ihnen wire ein Nullvektor. Also bestiinde dann
auch die Matrix A = (ay,...,a,) aus linear unabhéngigen Spaltenvekto-
ren und wéire invertierbar. Dann kénnte man das Gleichungssystem

Ak = a1k1 ++ankn = ap+1

betrachten. Da a, 11 # 0 ist, mufl auch k # 0 sein. Das aber bedeutet, dafl
einer der Vektoren, nidmlich a,, 11, als eine nicht-triviale Linearkombination
vonay, ..., a, dargestellt werden kann, was ein Widerspruch zur Annahme
der linearen Unabhéngigkeit ist.

7. Aus der vorstehenden Uberlegung folgt insbesondere:

a) Wenn A eine (n, m)-Matrix und m > n ist, dann sind die Spaltenvek-
toren von A linear abhéngig.

b) Wenn A eine (n,m)-Matrix ist, dann ist sowohl die Anzahl ihrer li-
near unabhéngigen Spaltenvektoren als auch die Anzahl ihrer linear
unabhéingigen Zeilenvektoren hochstens gleich min{n,m}.
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8. Sei A eine (n,m)-Matrix. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von A wird ihr Spaltenrang genannt. Ganz analog wird
die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A ihr Zei-
lenrang genannt. Oder anders formuliert: Der Zeilenrang von A ist der
Spaltenrang von A’. Man kann zeigen, dafl bei jeder Matrix ihr Zeilenrang
und ihr Spaltenrang identisch sind. Man spricht deshalb kurz vom Rang
einer Matriz und bezeichnet ihn mit rg(A). Offenbar gilt

rg(A) < min{n,m}

wie die zuvor angestellte Uberlegung gezeigt hat.

9. Da8B bei jeder Matrix Zeilen- und Spaltenrang gleich sind, kann man sich
folgendermafen iiberlegen (diese Uberlegung folgt Searle 1982, S.169f).
Sei A eine (n,m)-Matrix mit dem Zeilenrang r und dem Spaltenrang s.
Zunichst ist klar, daf§ der Zeilenrang unabhéingig von der Anordnung der
Spalten und der Spaltenrang unabhéngig von der Anordnung der Zeilen in
der Matrix A ist. Man kann auch sicherlich durch Vertauschen von Zeilen
und Spalten A in eine solche Form bringen, dafl die ersten r Zeilen und
die ersten s Spalten linear unabhingig sind. Diese neue Matrix, die wir
A* nennen, hat den gleichen Zeilen- und Spaltenrang wie A und kann also
folgendermafien dargestellt werden:

. (X Y
V(W)
wobei X eine (r,s)-Matrix, Y eine (r,m — s)-Matrix, Z eine (n — r,s)-
Matrix und W eine (n — r,m — s)-Matrix ist. Die Zeilen von Z sind nach

Voraussetzung linear abhéngig von den Zeilen von X. Also gibt es eine
Matrix T, so dafl

Z =X'T bzw. Z =TX

ist. Jetzt kann man zeigen, daf§ die Spalten von X nicht linear abhéingig
sind. Denn angenommen, sie wéren linear abhingig; dann gédbe es einen
Vektor a # 0, so dal Xa = 0 ist. Dann aber wire auch Za = TXa = 0,
also auch:

(3)s-s

Das aber wire ein Widerspruch zur Voraussetzung, daf} die ersten s Spalten
von A* linear unabhéngig sind. Also hat X s linear unabhéngige Spalten.
Und da, wie bereits gezeigt wurde, die Anzahl der linear unabhéngigen
Spalten einer Matrix nicht grofier als die Anzahl ihrer Zeilen sein kann,
folgt s < 7. Mit einer ganz analogen Uberlegung kann man zeigen, daf
r < s gelten muBl. Also miissen Zeilen- und Spaltenrang gleich sein.
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10. Zwei (n, 1)-Vektoren x und y heilen orthogonal, wenn x'y = y'x =0
ist. Es gilt: wenn x # 0 und y # 0 und x und y orthogonal sind, dann
sind x und y auch linear unabhéngig. Denn angenommen, sie wéren linear
abhéingig; dann miifite es eine Zahl a # 0 geben, so dal x = ay ist. Da
x und y orthogonal sind, wiirde daraus indessen folgen: x'x = ax’y = 0,
also auch x = 0, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

11. Eine (n,n)-Matrix A = (a1, ...,a,) heifit orthogonal, wenn gilt:
ala, = { 0 wenn j 7k (fiir alle j,k =1,...,n)

J 1 wennj=k

Wenn A eine orthogonale Matrix ist, sind offenbar alle ihre Spaltenvekto-
ren ungleich Null; und aus der Orthogonalitéitsbedingung folgt auch, daf3
ihre Spaltenvektoren linear unabhingig sind. Eine orthogonale Matrix ist
also invertierbar. Weiterhin gilt:

aja; --- ala,
A'A = : : =1,
ala; --- ala,
Da A invertierbar ist, folgt:
Al=AT, =AAA ' =T,A ' =A""

Bei einer orthogonalen Matrix A ist also ihre Inverse mit A’ identisch.

A.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Sei A eine quadratische (n,n)-Matrix. Ein (n,1)-Vektor v heifit ein
Eigenvektor von A, wenn v # 0 ist und es eine Zahl \ gibt, so daf} gilt:

Av = v

A wird dann ein Eigenwert von A genannt. Man sagt auch: A ist der zum
Eigenvektor v korrespondierende Eigenwert.

2. In diesem Text benétigen wir Eigenwerte und Eigenvektoren nur fiir
symmetrische Matrizen. Dann gibt es zwei grundlegende Feststellungen.?
Fiir jede symmetrische (n,n)-Matrix A gilt:

a) Die Eigenwerte und Eigenvektoren von A sind stets reell.

b) A hat genau n linear unabhiingige Eigenvektoren vy,...,v, mit zu-
gehorigen Eigenwerten A1, ..., A,.

2Die Beweise sind ziemlich kompliziert und sollen hier deshalb nicht nachvollzogen
werden.
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Betrachten wir als Beispiel eine Diagonalmatrix
A = diag(ai,...,ay)

Sie hat offenbar die Eigenwerte ay,...,a, und die zugehorigen Eigenvek-
toren sind gerade die Einheitsvektoren ey, ..., e,. Dies Beispiel zeigt auch,
dafl Eigenwerte Null sein kénnen und dafl mehrere Eigenwerte einer Matrix
gleich sein konnen.

3. Im weiteren beziehen wir uns auf eine beliebige symmetrische (n,n)-
Matrix A. Es seien vi,...,v, ihre Eigenvektoren und A1,...,\, die zu-
gehorigen Eigenwerte, so dafl man schreiben kann:

Man erkennt: Wenn v; ein Eigenvektor von A ist, dann ist auch kv; ein
Eigenvektor, wobei k eine beliebige Zahl sein kann. Eigenvektoren konnen
also beliebig normiert werden. Insbesondere kénnen sie so normiert wer-
den, daf gilt: v;-vj = 1. Wir werden im folgenden stets diese Normierung
voraussetzen.

4. Die Eigenvektoren kénnen zu einer Matrix
Vo= (vi,...,Vy)

zusammengefafit werden. Da die Spalten dieser Matrix linear unabhéngig
sind, ist es eine invertierbare Matrix. Weiterhin konnen die Eigenwerte zu
einer Diagonalmatrix

A = diag(A\1, ..., \n)

zusammengefaflt werden. Also kann (A.5.1) auch folgendermaflen geschrie-
ben werden (man beachte, dafi die Matrizenmultiplikation auf beiden Sei-
ten nicht kommutativ ist):

AV = VA (A.5.2)

Diese Gleichung zeigt auch, dafl man die Reihenfolge der Eigenvektoren
(Spalten) von V beliebig verdndern kann, wenn man nur die Reihenfolge
der Eigenwerte in A in entsprechender Weise verindert.

5. Man kann auf einfache Weise zeigen, dafl die Eigenvektoren zu zwei
verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Beziehen wir uns auf zwei Ei-
genwerte A\; und Ag. Dann kann man zunéchst schreiben:

Av; = A\jv; und Avy = Apvy

Aus der ersten Gleichung folgt: vi,Av; = \;v,v;. Aus der zweiten Glei-
chung folgt zunichst, da A symmetrisch ist: vijA = A;v}; und daraus
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folgt durch Multiplikation mit v;: v, Av; = A\, v;. Beide Uberlegungen
zusammen ergeben also

/ /
AjVEVi = ALVEV;

Wenn \; # Ay ist, folgt daraus vi,v; = 0, d.h., da die beiden Eigenvek-
toren orthogonal sind.

6. Aus dieser Uberlegung ergibt sich: Wenn alle Eigenwerte einer symme-
trischen Matrix A verschieden sind, besteht die Matrix ihrer Eigenvekto-
ren aus paarweise orthogonalen Spaltenvektoren. Da wir vereinbart hatten,
dafl die Eigenvektoren normiert sind, d.h. vgvj = 1, handelt es sich um
eine orthogonale Matrix, also

VV=VV =1, (A.5.3)

Die Uberlegung, um die Orthogonalitéit von zwei Eigenvektoren zu zeigen,
beruhte allerdings darauf, dal man sich auf zwei verschiedene Eigenwerte
beziehen kann. Wenn zwei oder mehr Eigenwerte den gleichen Wert ha-
ben, versagt die Uberlegung. Man kann aber zeigen, dafi auch dann die
Eigenvektoren so gewihlt werden kénnen, dafl sie zueinander orthogonal
sind.? Das heift, daB die Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix im-
mer derart bestimmt werden konnen, dafl die Matrix der Eigenvektoren
orthogonal ist, also (A.5.3) gilt.

7. Eine symmetrische (n,n)-Matrix A hat genau dann den Rang n (und
ist also invertierbar), wenn alle ihre Eigenwerte ungleich Null sind. Einen
Beweis kann man sich leicht iiberlegen. (a) Nehmen wir zuniichst an, daf
rg(A) = n ist. Dann miissen alle Eigenwerte ungleich Null sein. Denn
wére z.B. A\ = 0, wire auch Av, = 0; und dies wiirde zeigen, dafl die
Spalten von A linear abhingig sind. (b) Nehmen wir umgekehrt an, daf
alle Eigenwerte von A ungleich Null sind. Dann miissen die Spalten von A
linear unabhéingig sein. Denn angenommen, es gidbe einen Vektor k # 0,
so dal Ak = 0 ist. Dann wiirde aus (A.5.2) folgen:

V'Ak = AV'k =0

Dies wire aber ein Widerspruch, da V', wie V, vollen Rang und damit
linear unabhéngige Spalten hat.

8. Eine symmetrische Matrix A heiflt positiv semi-definit, wenn fiir alle
Vektoren x # 0 gilt:*

x'Ax > 0 (A.5.4)

3Die Uberlegung ist etwas komplizierter und soll hier nicht nachvollzogen werden.

4Entsprechend heifit die Matrix positiv definit, wenn in der folgenden Bedingung ein
strenges > gefordert wird.
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Die meisten symmetrischen Matrizen, mit denen wir uns in diesem Text
beschéftigen, haben diese Eigenschaft. Insbesondere ist jede Matrix, die
als ein Kreuzprodukt

A =X'X

dargestellt werden kann, positiv semi-definit; also insbesondere auch Ko-
varianz- und Korrelationsmatrizen. Denn gilt diese Darstellung, kann man
fiir jeden beliebigen Vektor x auch einen Vektor y = Xx bilden und findet
dann:

XAx = XX'Xx = y'y >0

9. Wenn eine symmetrische Matrix A positiv semi-definit ist, folgt daraus,
daB alle ihre Eigenwerte grofler oder gleich Null sind. Denn geht man von
der Darstellung (A.5.1) aus, folgt

ViAV; = \jviv; >0
Also muf} gelten, daBl A; > 0 ist. Entsprechend kann man sich tiberlegen,
daf} alle Eigenwerte positiv sind, wenn die Matrix positiv definit ist.

10. Wenn A positiv semi-definit ist, kann man mit ihren Eigenwerten und
Eigenvektoren eine sehr einfache Darstellung finden. Es gibt dann nédmlich
keine negativen Eigenwerte, und man kann eine Diagonalmatrix

V1 0
AY? = "
o
definieren. Dann findet man ausgehend von (A.5.2) und (A.5.3):
A = AVV’' = VAV’ = VAYZAY2V = (VAY2)(VALY2Y

also A = WW/’, wobei W = VA2 ist, also auch W'W = A.

11. Wenn A vollen Rang hat, also invertierbar ist, kann mit Hilfe dieser
Darstellung die Inverse von A konstruiert werden. Es kann dann n&m-
lich, wie oben gezeigt worden ist, kein Eigenwert gleich Null, sondern alle
Eigenwerte miissen grofler als Null sein. Also kann man eine Matrix

1/ 0
ATl = -
0 1/

definieren, und mit ihrer Hilfe auch A~! := VA~!'V’. Einfaches Ausrech-
nen zeigt, dafl es sich um die Inverse von A handelt.
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A.6 Lineare Regression

1. Gelegentlich benétigen wir in diesem Text Verfahren der linearen Re-
gression, wie sie aus Einfithrungen in die Statistik bekannt sind. Hier soll
deshalb gezeigt werden, wie mit Hilfe der Matrizenschreibweise eine einfa-
che Darstellung erreicht werden kann. Als Ausgangspunkt nehmen wir an,
dafl eine abhingige Variable Y und unabhéngige Variablen X, ..., X,
gegeben sind. Ein linearer Regressionsansatz sieht dann folgendermafien
aus:

Y = ﬁl+X262+"‘+Xmﬁm+U(ﬂla-~-7ﬁm)

wobei die Variable U(31,...,3y,) durch den Regressionsansatz definiert
wird, so dafl ihre Werte auch von den Regressionsparametern i, ..., Omn
abhéngen. Definiert man eine Hilfsvariable X, die stets den Wert 1 an-
nimmt, kann man auch schreiben:

Y = Xlﬁl +X262+"‘+Xmﬁm+U(ﬁla-~-7ﬁm) (A61)

Die Idee ist, Werte fiir die Parameter (31, ..., ), so zu bestimmen, daf} die
Werte der durch den Regressionsansatz definierten Variablen U (51, . .., Om)
insgesamt ,,moglichst klein“ werden. Das meistens verwendete Kriterium
bezieht sich auf die Summe der quadrierten Werte von U (31, . . ., Bm). Man
spricht dann von einer OLS-Regression (,ordinary least squares®).

2. Um diese Idee praktisch zu verfolgen, benétigt man Daten. Nehmen wir
also an, dafl uns Werte fiir die Variablen Y und Xy, ..., X,, zur Verfiigung
stehen. Gibt es n Werte, konnen sie mit Hilfe der Matrizenschreibweise so
dargestellt werden:

1 11 0 Tim
y = und X :=
Yn Tnl e Tnm
Definiert man auflerdem einen Vektor 3 := (031,...,08y,) fiir die Para-

meter und einen Vektor u(3) := (u1(8),...,un(B))" fiir die Werte der
Variablen U(f31, ..., Bm), kann der Regressionsansatz (A.6.1) in Matrizen-
schreibweise so formuliert werden:

y = x161 4+ + X8 +u(B) = XB +u(B) (A.6.2)

wobei X1, ..., X, die Spalten der Matrix X sind. X3 ist also eine Linear-
kombination der Spalten von X.

3. Um Werte fiir die Parameter des Regressionsansatzes zu bestimmen,
muf der folgende Ausdruck minimiert werden:

n

S w(B)® = u@ u(@) = (y-XB)(y-XB8) = ||l y—X8 |* (A.6.3)

i=1
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Es muf} also das Minimum der Funktion

fB) = (y—-XB)(y-XB) =y'y—-2y'XB+8XXg3

bestimmt werden. Eine notwendige Bedingung ist, dafl an der Stelle des
Minimums die ersten Ableitungen der Funktion Null werden. In der Ma-
trixschreibweise kénnen diese Ableitungen so ausgedriickt werden:®

9B) _ _oxry 4 9x'X3 — —2X'(y - XB) = —2X'u(B)

B
Parameterwerte, die ein Minimum der Funktion f liefern, miissen also die
Bedingung

X'u(B) =0 bzw. X'XB = X'y (A.6.4)

erfiillen. Offenbar gibt es genau dann eine Losung, wenn X’'X eine inver-
tierbare Matrix ist, und die eindeutige Losung ist dann

B = (X'X)"'Xy

4. Definiert man y := XB und u(,@) :=y — ¥, erhélt man die Darstellung

y =y +u(B)

Unmittelbar aus (A.6.4) folgt auBerdem X'u(3) = 0, so daB der Vektor
u(3) zu allen Spalten von X, und somit auch zu jeder Linearkombination
dieser Spalten, orthogonal ist.

A.7 Pyrrhons Lemma

1. Um mit der Regressionsrechnung etwas vertrauter zu werden, bespre-
chen wir Pyrrhons Lemma, das zeigt, wie man durch Hinzufiigen von Va-
riablen zu einem Regressionsansatz die Modellparameter verédndern kann.
Wir folgen einer Darstellung durch T. K. Dijkstra (1995), der auch die Be-
zeichnung Pyrrhons Lemma vorgeschlagen hat, wohl um zum Ausdruck zu
bringen, dafl man der Regressionsrechnung mit Skepsis begegnen sollte.

5Fafft man Ax als eine vektor-wertige Funktion des Vektors x auf, gilt folgende Diffe-

rentiationsregel:

0Ax A/

ox
Entsprechend gilt, wenn man x’ Ax als eine skalar-wertige Funktion des Vektors x auf-
fafit, die Regel

Ox' Ax

Jx

= 2Ax
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2. Als Ausgangspunkt dient eine lineare Regression der Form
Y = X161+ + X B + u(B) (A.7.1)

wobei vorausgesetzt wird, da die Lange der Vektoren gleich n > m
ist und die Regressionsparameter 317 . ,ﬁm mit der OLS-Methode be-
rechnet worden sind. Sei jetzt angenommen, dal man sich anstelle der
zunéchst gefundenen Modellparameter Bl, e Bm andere Werte wiinscht,
etwa Bf R, Bfn Pyrrhons Lemma besagt, dafl man dies dadurch erreichen
kann, dafl man eine weitere Variable, wir nennen sie z, konstruiert und in
den Regressionsansatz mit aufnimmt:
A %

y = X0 + -+ x5+ 29 FulB L)

Um das zu erreichen, geht man von folgender Darstellung fiir die neue
Variable z aus:

z = x100 + -+ Xpaym +u(B)d+d (A.7.2)

wobei § # 0 irgendeine Zahl ist und d irgendein Vektor der Lénge n, der

sowohl zu x1, ..., X, als auch zu u(3) orthogonal ist, so daf gilt:
dlU—(B) =0,dx;=0,...,d%x,, =0

Wenn n > m + 1 ist, kann ein solcher Vektor stets gefunden werden.

3. Verwendet man in dem erweiterten Regressionsansatz diese Darstellung
fiir z, findet man:

Ak

y = xi0f + -+ x5 27 FulB L)
= x1(BF + 13) + - + % (B, + amd?) +ula, B7,5F)  (A7.3)

wobei u(a,,@*ﬁ*) = (u(,@)(S—l—d)&*—l—u(ﬁ*,&*) ist. Faft man die Vektoren
X1,...,Xp zu einer Matrix X zusammen und bildet man den Vektor

w = (61— (BF + 15, ooy B — (B + amd™))

kann man die Gleichungen (A.7.1) und (A.7.3) folgendermafien zusammen-
fassen:

Xw = u(8) —u(a, 8.4
Also gilt auch

Ak

X'Xw = X'(u(8) —u(a, B ,5))
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Nun sind jedoch nicht nur u(3) und u(B*, 4*) orthogonal zu den Regres-
sorvariablen xy, ..., X;,, sondern dies gilt nach Voraussetzung ebenfalls fiir
den Vektor d. Das gleiche gilt somit auch fiir u(«a, 3 ,4*), und es folgt

A Ak

X'(u(B) —u(a,8 ,97) = 0

Also ist auch

*

w = (X'X)"'X/(u(B) — u(, B, 47)) = 0

und man findet:

u@) = u(a,B,4) wd B =3 +a4 (A.7.4)
fir 5 = 1,...,m. Hieraus 148t sich zun&chst ein beliebiger Wert fiir 4*

bestimmen. Denn aus u(B) = u(a,B*,&*) folgt zunsichst

A A Ak

u(B) = (u@B)s+d)3" +u(B,5°)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit (u(83) é +d)’, und beriick-
sichtigt man, dafl aus den Orthogonalititsbeziehungen insbesondere auch

(u(B) 6 +d)u(B8 ,4*) = 0 folgt, findet man:

u(B)u(B)s = (u(B)é+d)(u(B)s+d)5" = (u(B)u(B)s’+d'd)5"

Und daraus gewinnt man schlieflich die Darstellung

o= B uB)o (A.7.5)
u(B)u(B)6? +dd

Beginnt man also mit den Residuen u(8) des urspriinglichen Regressions-
ansatzes und einem in weiten Grenzen frei wiahlbaren Vektor d, kann man
sich durch die Wahl der Zahl § zunéchst einen beliebigen Koeffizienten 4*
verschaffen. Dann aber kann man ausgehend von beliebig vorgegebenen
neuen Modellparametern Bf, R B:‘n aufgrund von (A.7.4) die erforder-
lichen Koeffizienten aq, ..., a,, bestimmen, um schliellich mit Hilfe von
(A.7.2) die Werte der zusitzlichen Regressorvariablen z zu berechnen.

4. Um den Rechengang zu illustrieren, verwenden wir folgende (willkiirlich
ausgedachten) Daten:

y X1 X2 y X| Xg
1600 1 1 2900 1 0
2000 1 1 3500 1 0
1800 1 0 2600 1 1
2500 1 1 4000 1 0
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Man kann sich vorstellen, dafl es sich um Daten fiir 8 Personen handelt, wo-
bei y das monatliche Erwerbseinkommen und x2 das Geschlecht (0 ménn-
lich, 1 weiblich) erfafit. Der Regressionsansatz ist dann:

y = x1061 +x202 +u(B) (A.7.6)

und man erhilt die Modellparameter Bl = 3050 und Bg = —875, woraus
erkenntlich wird, da8 Frauen im Durchschnitt weniger verdienen als Mén-
ner. Aber angenommen, jemand hétte lieber andere Modellparameter, etwa

Br=3050 und G5 =0

so dafl die Geschlechtsvariable keinen Beitrag zum bedingten Mittelwert
liefert. Pyrrhons Lemma zeigt dann, wie man eine Variable z konstruieren
kann, deren Aufnahme in den Regressionsansatz zu diesem Ergebnis fiihrt.
Zunéchst mufl man irgendeinen Vektor d finden, der sowohl zu x; und x5

als auch zu u(8) orthogonal ist. Dafiir gibt es viele verschiedene Moglich-
keiten. Die folgende Tabelle zeigt zunéchst in den ersten beiden Spalten

noch einmal x; und x2 und in der dritten Spalte den Residualvektor u(3)
aus der Regression (A.7.6). Dann folgen in der vierten Spalte Werte eines

Vektors d, der zu x1, x2 und u(83) orthogonal ist.

x;1 x2  u(B) d z

1 1 —575 —15.25 —161.677
1 1 =175 1725 —89.177
1 0 -1250 3.00 —122.000
1 1 325 —1.00 —57.427
1 0 —-150 —-1.00 —16.000
1 0 450 —1.00 44.000
1 1 425 —1.00 —47.426
1 0 950 —1.00 94.000

Somit findet man u(8)'u(B) = 3337500 und d'd = 544.125. Wihlt man
z.B. § = 0.1, erhélt man aus (A.7.5) den Wert 4* ~ 9.8396. Also gewinnt
man aus den gewiinschten neuen Modellparametern und aus (A.7.4) die
Werte a; = 0 und ap = —88.9265. Und so kann man schlieSlich die Werte
der neuen Variablen z berechnen, die in der letzten Spalte der obigen
Tabelle angegeben sind. Der Regressionsansatz

y = x10f +x205 + 27" +u(B )

liefert dann die gewiinschten neuen Modellparameter, ndmlich Bf ~ 3050,
085 ~ 0 und 4* ~ 9.84.
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