Stichworte zur Statistik I SoSe 2005
Ulrich Potter

1. Wir setzen eine endliche Menge von Objekten als gegeben voraus, die dann mithilfe sta-
tistischer Begriffe beschrieben werden soll. Wir nehmen an, dass diese Menge n Elemente
hat, und schreiben dafiir:

Q=A{w,...,w}

Logische Symbole

2. Wir verwenden die folgenden logischen Symbole: = (nicht), A (und), V (oder), = (wenn,
dann), < (genau dann, wenn), V (fiir alle), 3 (existiert).

Mengen

3. Zur Definition der statistischen Grundbegriffe verwenden wir einige elementare Begriffe
und Schreibweisen der Mengenlehre.

Wir betrachten nur endliche Mengen. Sie werden durch Grofibuchstaben bezeichnet, zum
Beispiel: A, B, ..., Q; ihre Elemente werden i.d.R. durch Kleinbuchstaben bezeichnet. Die
Schreibweise a € A soll bedeuten, dass a ein Element der Menge A ist. a ¢ A bedeutet,
dass a nicht Element von A ist.

Ist A eine Menge, bedeutet |A| die Anzahl ihrer Elemente.

Mit dem Symbol () wird die leere Menge bezeichnet, und es wird festgesetzt: |(] = 0.

Die Schreibweise A C B bedeutet, dass A eine Teilmenge der Menge B ist, d.h. jedes
Element der Menge A ist auch ein Element der Menge B: a € A = a € B. Insbesondere
ist die leere Menge Teilmenge jeder Menge. Ist A C B, so heifit B Obermenge von A.
Zwei Mengen werden als gleich angesehen, A = B, wenn A C B und gleichzeitig B C A
gilt, wenn also beide Mengen die gleichen Elemente enthalten.

Sind A und B zwei Mengen, bedeutet AUB := {z |z € A V x € B} die Vereinigungsmenge
von A und B. Sie besteht aus allen Elementen, die in A oder in B enthalten sind. Die
Operation U ist kommutativ: AU B = BU A und assoziativ: AU(BUC) = (AUB)UC.

Sind A und B zwei Mengen, bedeutet ANB := {z |z € A A x € B} die Schnittmenge von
A und B. Sie besteht aus allen Elementen, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.
Die Operation N ist kommutativ: ANB = BNA und assoziativ: AN(BNC) = (ANB)NC.
Zwei Mengen mit AN B = ) heifien disjunkt.

Vereinigungs- und Durschnittsbildung sind distributiv:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

Ist A eine Teilmenge von B, bedeutet B\ A := {z |z € B A x ¢ A} das Komplement von
Ain B. B\ A besteht aus allen Elementen, die in B, aber nicht in A enthalten sind. Ist
eine Obermenge B vorgegeben, schreiben wir kurz A° fiir das Komplement von A in B.

Ist A eine Menge, bedeutet P(A) := {B| B C A} die Potenzmenge von A, die Menge aller
Teilmengen von A. Insbesondere ist () ein Element der Potenzmenge jeder Menge und es
gilt |P(A)| = 21,

Sei Q eine Menge und P = {A;,..., A,} eine Menge von Teilmengen von 2. P wird eine
Partition von Q genannt, wenn gilt:

AU UA, =Q

VAAeP A+A : ANA =0
Sind A und B zwei Mengen, wird mit

Ax B:={(a,b)|ac Abe B}

das kartesische Produkt von A und B bezeichnet. Eine analoge Begriffsbildung erfolgt fiir
drei und mehr Mengen. Es ist ) x A = A x ) = (). AuBerdem gilt

(AUB)xC = (AxC)u(BxC()
(ANB)xC = (AxC)n(BxC(C)
Funktionen

4. Eine Funktion oder Abbildung f: A — B mit Definitionsbereich A und Wertebereich
B ordnet jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zu. f ist also
Teilmenge des kartesischen Produktes A x B und f erfiillt die beiden Bedingungen:

VacA 3beB : (a,b) € f
und
((a,b) e fA(a,c)e fy=b=c

Das Element b = f(a) heiit Funktionswert der Funktion f zu dem Argument a. Die erste
Bedingung besagt, dass es zu allen Elementen von A einen Funktionswert gibt, die zweite,
dass der Funktionswert eines Arguments eindeutig ist.

5. Jeder Funktion f: A — B lassen sich zwei Mengenfunktionen zuordnen. Zum einen
J: P(A) — P(B)
f(C):={beB|3ceC: flc)=b} ={f(c)|ceC} VC e P(A)
Zum anderen die Umkehrfunktion
71 P(B) — P(A)
(D) :={a€ A|f(a) € D} VD € P(B)

Ist C C A, so heifit f(C) die Bildmenge von C. Ist D C B, so heifit f~'(D) die Urbild-
menge von D. Wir unterscheiden die Funktion f und die zugehorige Mengenfunktion f
durch die Form des Arguments: Ist das Argument eine Menge, so ist die Mengenfunktion
gemeint. Diese Unterscheidung reicht im folgenden, weil wir keine Funktionen betrachten
werden, deren Definitionsbereiche Mengen als Elemente enthalten. Ebenso unterscheiden
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wir zwischen der Umkehrabbildung f~! und der inversen Funktion f~': B — A: Es ist die
Mengenfunktion f=*: P(B) — P(A) gemeint, wenn das Argument von f~! eine Menge
ist.

Fiir alle Cy,Cy € A und fiir alle Dy, Dy C B gilt:

G C fHACY)

Dy 2 f(f7(Dy)
f(C1U ) F(C) U f(Cy)
FHDIUDy) = fY(Dy)UfH(Dy)
SN (D1 N Dy) FHDY) N (Do)

Allerdings ist i.d.R. f(C1 N Cy) # f(Ch) N f(Cy).

6. Sind f: A — Bund g: B — C zwei Funktionen, so dass der Wertebereich der
ersten gleich dem Definitionsbereich der zweiten Funktion ist, so kann man eine Funktion
h: A — C durch h(a) := g(f(a)) definieren. Wir nennen h die Verkettung von f und
g und schreiben h = g o f. Fiir die Umkehrabbildung (g o f)™': P(C) — P(A) gilt
(go )y =flog™

7. Wenn iiber zwei oder mehr Funktionen mit gleichem Definitionsbereich gesprochen
werden soll, etwa iiber f: A — B und g: A — C, dann ist es niitzlich, f und g
als Komponenten der Funktion (f,g): A — B x C aufzufassen. Dabei ist (f,g)(a) :=
(f(a),g(a)) € B x C. Die zugehorige Mengenfunktion (f,g) : P(A) — P(B x C) ist
durch (f,9)(D) = {(f(a),g9(a))|a € D} € P(B x C) fiir alle D € P(A) definiert. Es
ist (f, g)(D) C f(D) x g(D). Die Umkehrfunktion (f, g)~': P(B x C) — P(A) ist durch
(f,9)"Y(E) :== {a € A|(f.9)(a) € E} fiir alle E € P(B x C) definiert. Ist insbeson-
dere E = Fx Gmit F C Bund G C C, dann ist (f, )" (E) = (f,9) " (F x G) =
FUF) NG (G).

Statistische Variablen und Verteilungen

8. Eine statistische Variable ist eine Abbildung
X:0—X

die jedem Objekt aus Q einen Wert in einem Merkmalsraum X zuordnet. Dem Objekt
w € Q wird also der Merkmalswert X (w) € X zugeordnet. Der Merkmalsraum X kann
beliebig gewihlt werden. Die Elemente des Merkmalsraums sind strenggenommen keine
Zahlen, sondern bezeichnen Merkmalswerte. Wir setzen jedoch voraus, dass sie durch
Zahlen repraisentiert werden. Zur Reprisentation werden Teilmengen der reellen Zahlen
verwendet. Da wir voraussetzen, dass {2 als Gesamtheit der Dinge oder Situationen, iiber
die gesprochen werden soll, immer nur endlich viele Elemente enthlt, ist aber auch X (£2)
immer endlich.

9. Zu jeder Variablen X : Q — x gehort eine Hdaufigkeitsverteilung oder statistische
Verteilung. Sie ist definiert als eine Funktion

P[X]: P(X) — [0,1]
die jeder Teilmenge von X eine rationale Zahl zwischen 0 und 1 zuordnet, und zwar nach
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folgender Regel:

P[X](A) := | Hw|X(w) € A}| = | |X~'(A)] fir A € P(X)

\sz |sz

P[X](A) ist also die relative Hiufigkeit der w € Q, fiir die ein in A enthaltener Merkmals-
wert X (w) auftritt.
10. Die Haufigkeitsverteilung ist additiv, das heifit: Wenn A, B € P(A?) und ANB =10,
dann gilt:

P[X](AU B) = PIX](4) + P[X](B)

AuBerdem ist 0 < P[X](A) < 1 fiir alle A C X, P[X](0) = 0 und P[X](X) = 1. Ist A
endlich, dann erhilt man P[X](A) = >°. ., P[X]({z}).

Repriasentationen statistischer Verteilungen

11. Ist auch X = {@1,..., &y} endlich, so dass alle Teilmengen von X endlich sind, dann
lassen sich die Werte der Hiufigkeitsverteilung fiir alle Teilmengen A C X in dieser Form
berechnen. Haiufigkeitstabellen reprisentieren die statistische Verteilung P[X] als Tupel
(@, PIX]({@:})),i = 1,...,m, etwa in der folgenden Form:

PIXI(®]) PIXI(@]) .. PIXI(E])

12. Ist der Merkmalsraum X eine Menge von Zahlen, fiir die die <-Relation zwischen
den Zahlen als Ordnung zwischen den Merkmalsausprégungen interpretiert werden kann,
dann kann man eine Funktion

FIX]: X — [0,1]

betrachten, die jedem Merkmalswert in X eine rationale Zahl im Intervall [0, 1] zuordnet,
und zwar nach folgender Regel:

FIX)(#) = PX)({# € | & < 7))

fiir jedes # € X. Die Funktion F [X] ordnet also jedem Merkmalswert & € X die rela-
tive Héufigkeit zu, mit der in der Gesamtheit 2 ein Merkmalswert auftritt, der kleiner
oder gleich Z ist. Die Funktion F[X] wird Verteilungsfunktion der Variablen X genannt.
Die Verteilungsfunktion einer Variablen X kann graphisch dargestellt werden. Man ver-
wendet dazu ein Koordinatensystem, dessen z—Achse den Merkmalsraum X und dessen
y—Achse das Zahlenintervall [0, 1] reprisentiert. Die Verteilungsfunktion kann dann als
eine Treppenfunktion in diesem Koordinatensystem dargestellt werden.

13. Zur graphischen Darstellung der Verteilung einer Variablen werden oft Histogramme
verwendet. Ganz allgemein definiert, handelt es sich um eine graphische Darstellung von
Haufigkeitstabellen. Abbildung 1 gibt eine Hlustration. In dieser Hlustration wird fiir den
Wertebereich der Variablen eine Partition in vier Klassen gebildet. Dann wird zu jeder
Klasse Ay die Hohe hy der Histogrammséule so berechnet, dass der Flidcheninhalt der
Séule proportional zur Haufigkeit P[X](Ay) ist.
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Abb. 1 Schematische Illustration eines Histo-
gramms auf der Grundlage einer Partition in
vier Klassen.

Wenn der Wertebereich der Variablen X durch eine beschrinkte Teilmenge der reellen
Zahlen reprasentiert wird, dann bildet man eine Partition dieses Wertebereichs in eine
Folge von Sub-Intervallen Ay, ..., Ax. Wir unterscheiden vier Arten von Intervallen. (Hier
sind @ und b reelle Zahlen mit der Eigenschaft a < b.)

[a,b] ={z]a <z <b} einschlieBlich der beiden Eckpunkte

la,b] ={z]a <z < b} links offen, rechts abgeschlossen
la,b[={z]|a <2z < b} links abgeschlossen, rechts offen
Ja,b[={z|a <z < b} an beiden Seiten offen

Um eine Partition des Wertebereichs in Sub-Intervalle zu erhalten, die sich nicht {iber-
schneiden, nimmt man entweder Intervalle der Form [a, b [, oder Intervalle der Form | a,b].
Wir verwenden hier Intervalle der Form ]a,b]. Tst X Cla,bl und @ = ap < a; < ... <
ax = b, dann definieren wir eine Partition mit den Elementen

Ak::]ak,l,ak] (ful'k‘:L‘K*l)

Fiir jedes Sub-Intervall Ay kann dann die Héufigkeit P[X](Ax) berechnet werden, mit der
Beobachtungen in dieses Sub-Intervall fallen. Schliellich kann ein Histogramm gezeichnet
werden. Auf der X-Achse werden die Sub-Intervalle eingetragen, und die Hohen hy der
Histogrammséulen werden so berechnet, dass

hk . (ak — ak,l) = P[X](Ak>

gilt. Der Flicheninhalt der Histogrammséulen zeigt dann die relativen Haufigkeiten, mit
denen die entsprechenden Sub-Intervalle besetzt sind. Wéhrend man aus Haufigkeitstabel-
len und Verteilungsfunktionen die statistische Verteilung einer Variablen rekonstruieren
kann, liefert ein Histogramm nur eine Néherung fiir die statistische Verteilung.

Charakterisierungen statistischer Verteilungen

14. Zur Charakterisierung einer Verteilungsfunktion kénnen Quantile verwendet werden.
Die Idee ist: Sei p € (0,1] eine beliebige Zahl zwischen 0 und 1. Gibt es dann eine Merk-
malsausprigung Z mit der Eigenschaft F[X](Z) = p, dann heiBt # das p-Quantil der
Verteilung von X. Es wird mit Q,(X) bezeichnet. Allerdings existiert fiir einen beliebigen
Wert, p meist kein (eindeutiges) & € X mit der Eigenschaft F[X](Z) = p. Um dennoch
eine Charakterisierung von Verteilungen durch eine einzige Zahl zu erreichen, die sich an

dieser Idee orientiert, gibt es viele verschiedene Vorschldge. Die wohl einfachste ist, als
p-Quantil den kleinsten Wert der & zu wihlen, so dass F[X](Z) groBer oder gleich p ist:

Q,(X) := min{# | FIX](@) > p}

Das 0.5-Quantil wird auch Median genannt. Fiir den Median hat sich eine andere Kon-
vention durchgesetzt:

Qos(X) = T((n+1)/2) falls n ungerade ist
0.5 T (®mg2) + 2@jes) /2 falls 0 gerade ist

Dabei ist n = || und 21y < 22y < ... < 2, sind die der Grofe nach geordneten Werte
X(w1),.woy X(wn)-

Zur praktischen Berechnung geht man in zwei Schritten vor:

a) Gegeben seien die Werte einer Variablen X fiir die n Objekte in Q. Diese Merk-
malswerte werden zunédchst in aufsteigender Reihenfolge geordet. Man erhélt eine Liste
za) < 2@ < ... < I(m). Man beachte, dass es sich hier um die tatséchlich realisier-
ten, nicht um die im Merkmalsraum moglichen Merkmalswerte handelt. Wir miissen das
‘<’-Symbol verwenden, da es durchaus moglich ist, dass einige Merkmalswerte mehrfach
auftreten.

b) In einem zweiten Schritt kann dann der Median berechnet werden: Falls n ungerade
ist, wihlt man den (n 4 1)/2-ten Wert 2((,11)/2) aus der Liste. Falls n gerade ist, dann
nimmt man den Mittelwert der beiden Werte 2 (n/2) und (s/211y, also (T(n/2) + T (m/241))/2-
15. Der Mittelwert oder das arithmetische Mittel ist durch

= g 2 Xw) = Y P2

weN X

M(X)

definiert. Der Mittelwert ldsst sich also ebenso wie die Quantile allein auf Grund der
Kenntnis von X bzw. P[X] berechnen. Wegen der einfachen arithmetischen Form des
Mittelwerts kann man einfache Rechenregeln formulieren. Insbesondere gilt fiir beliebige
reelle Zahlen a und b und zwei Variablen X und Y mit dem selben Definitionsbereich €:

M(aX +b) = aM(X)+b
M(X +Y) = M(X)+M(Y)

16. Die Varianz ist die durchschnittliche quadratische Abweichung der Werte einer Varia-
blen von ihrem Mittelwert, also:

V(X) =M ((X - M(X))*) = \Sl?il > (X (w) = M(X))?

Die Quadratwurzel der Varianz wird Standardabweichung genannt. (Man beachte, dass bei
der Berechnung der Varianz gelegentlich nicht durch ||, sondern durch || — 1 dividiert
wird.)

Ebenso wie fiir den Mittelwert ergeben sich einfache Rechenregeln, insbesondere ist:

V(X) = M(X?) —M(X)?
VaX +b) = a®V(X)



Die Varianz erlaubt eine Abschitzung der Haufigkeit einer Abweichung vom Mittelwert.
Fiir alle @ > 0 gilt die T'schebyscheffsche Ungleichung:

V(X)
a2

1—

PIX]({Z e <]z - M(X)})

IN

V(X)

a2

PIX]({Z|a > |7 - M(X)[})

v

Mehrdimensionale Verteilungen

17. Bisher haben wir nur eine einzelne Variable, X, betrachtet. Meistens benotigt man
jedoch mehrere Variablen, um die Objekte in der Gesamtheit € sinnvoll zu charakterisie-
ren. Praktisch gesprochen erhebt man dann fiir jedes Objekt mehrere Merkmale, wobei
jedes Merkmal durch eine Variable reprisentiert wird. Die Gesamtheit der Beobachtungen
wird dann durch eine mehrdimensionale Variable dargestellt. In formaler Notation:

(X,Y,Z,..):Q— XXYXZ -
Zu jedem w € 2 gibt es dann eine komplexe Beobachtung
(X (@), Y(), Z(w), )
also gleichzeitig einen Merkmalswert in X, in Y, in Z, usw. Wenn die mehrdimensionale

Variable K" Komponenten hat, spricht man auch von einer K-dimensionalen Variablen.

18. Viele der Begriffsbildungen, die wir fiir einzelne Variablen eingefiihrt haben, lassen sich
auf mehrdimensionale Variablen iibertragen. Die mehrdimensionale Hdiufigkeitsverteilung
ist definiert als eine Funktion

PX,Y,Z,..]: P(XxYx Z---) — [0,1]

wobei fiir eine Teilmenge A C X x 51 X Zoon

PX.Y.Z,..)(A) = ﬁ (X.Y.2,..)7 ()] {weQI(X,Y. Z,.)(w) € A}

— L |
1€2]

die relative Héufigkeit ist, mit der Objekte in Q@ Merkmalswerte (X (w),Y (w), Z(w),...)
in A haben.

19. Hat die mehrdimensionale Variable nur wenige Komponenten, kann man die gemein-
same Verteilung in Form einer mehrdimensionalen Hiufigkeitstabelle darstellen. Dies bie-
tet sich insbesondere an, wenn es sich um eine zwei-dimensionale Variable handelt. Thre
Haufigkeitsverteilung kann dann iibersichtlich durch eine zwei-dimensionale Tabelle ange-
geben werden.

20. Die mehrdimensionale Verteilungsfunktion ist definiert durch

FIX,Y,Z,..: XxYxZx...— [0,1]
FIX,Y,Z,. J(&§,%,..)) = PX,V,Z, . J{&@ <&} x{F <j}x{F<3}x..)

- ﬁ|{weﬂ\x<w>gmy(w)ggx\zw)ggA,,,H
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21. Ist eine mehrdimensionale Variable (XY, Z,...) gegeben, kann man jede ihrer Kom-
ponenten einzeln betrachten. Man spricht dann von den Randverteilungen der einzelnen
Variablen. Ist die gemeinsame Verteilung der Variablen P[X,Y, Z, .. .| gegeben, dann erhélt
man die Randverteilung etwa der Variablen X durch

PIX](A)=P[X,Y,Z,.. J(Ax Y x Zx...)

wobei A C X ist. Es ist klar, dass dann ein wesentlicher Aspekt verloren geht, némlich der
Zusammenhang der Variablen. Kennt man nur die Randverteilungen der einzelnen Varia-
blen, kann man daraus im allgemeinen die gemeinsame Verteilung nicht rekonstruieren.

22. Einen Aspekt der gemeinsamen Verteilung charakterisiert die Kovarianz zweier Va-
riabler (X,Y). Sie ist definiert als:
Cov(X,Y) = M(((X —MX))(Y —M(®Y)))
1
= D (X (w) = MX))(Y (w) = M(Y))
wen

= > (@-MX)G-MY))PX,YI{(9)})
(#9)eXxY

= M(X: Y)—-MX)M(Y)
Fiir die Summe zweier Variabler ist

V(X +Y)

= M(((X +Y) = M(X +Y))?)

= M(((X = M(X)) + (Y = M(Y)))?)
= M((X — M(X))? + (Y = M(Y))2 + 2 (X — M(X))(Y — M(Y)))
Y) 4+ 2M((X — M(X))(Y = M(Y)))
Y)+2Cov(X,Y)

V(X) + V(
= V(X) + V(
Analog findet man die Gleichung

V(X -Y) = V(X)+ V() —-2Cov(X,Y)

Fiir die Kovarianz gilt die Abschéitzung

— V(X)) < Cov(X,Y) < VVXIV(Y)

so dass man an Stelle der Kovarianz oft die Korrelation betrachtet, die durch

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) := OV

definiert ist. Die Korrelation nimmt also nur Werte zwischen -1 und 1 an. Ist M(X) =
M(Y) = 0 und V(X) = V(Y) = 1, dann erhélt man aus der Tschebyscheffschen Unglei-
chung fiir die Variable X — Y

V(X -Y) 2-2Corr(X,Y)

PIX, Y]({a < |X = Y[} < == 2



Je mehr sich die Korrelation zwischen X und Y dem Wert 1 nihert, desto seltener treten
Paare von Merkmalswerten auf, die sich um mehr als a unterscheiden.

Bedingte Verteilungen

23. Sei X eine ein- oder mehrdimensionale Variable und sei B C X. Ist P[X](B) > 0,
dann heif}t
P[X|X € B]: P(X) — [0,1]
PX](ANn B)
PX|X € BlA) = ——5—
N I

bedingte Hdiufigkeitsverteilung unter der Bedingung X € B. Die bedingte Hiufigkeitsvertei-
lung hat alle Eigenschaften einer gewohnlichen Haufigkeitsverteilung, ist also eine additive
Mengenfunktion. Sie kann als die Héufigkeitsverteilung aufgefasst werden, die durch die
Beschriinkung von P[X] auf die Teilmenge X ~!'(B) von Q entsteht.

24. Durch Umstellen der Definitionsgleichung erhilt man
P[X](AN B) = P[X|X € B](A) P[X](B)
Ist nun {By, Bs, ..., By} eine Partition von X, dann ist
P[X](A) = Y P[X|X € Bj](4) P[X](B))
j=1
Insbesondere ergibt sich

PIXJ(ANB)  PIX|X € B)J(A) PLX)(B,)
PIXIX € AIB) = =500~ S, PINIX € Bil(A) PIX)(By)

was manchmal Satz von Bayes genannt wird.

25. Dem Begriff der bedingten Héaufigkeitsverteilung kommt bei der Behandlung mehrdi-
mensionaler Variablen ein zentraler Stellenwert zu. Wir betrachten insbesondere bedingte
Verteilungen, deren Bedingungen durch Komponenten der gemeinsamen Verteilung for-
muliert sind. Wir geben hier die Definition fiir den Fall einer zwei-dimensionalen Variablen
(X,Y) an. Es seien B C X und A C Y zwei beliebige Mengen aus den jeweiligen Merk-
malsrdumen. Dann ist

PX,Y](A x B)

PIY | X € BI(4) = =

Dies ist die Haufigkeit, mit der Y einen Wert in A annimmt, unter der Bedingung, dass
X einen Wert in B annimmt. Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, dass P[X](B) > 0
ist. Diese bedingte Héufigkeit ist ein spezieller Fall der allgemeinen Definition bedingter
Hiufigkeiten, weil nur Teilmengen der Form A x B aus X x Y betrachtet werden.

26. Bedingte Verteilungen lassen sich ebenso wie unbedingte Verteilungen représentieren
und charakterisieren. Wir betrachten hier nur bedingte Verteilungsfunktionen, bedingte
Mittelwerte und bedingte Varianzen. Die bedingte Verteilungsfunktion ist definiert durch

FIY|X € B]: Y — [0,1]

FIY|X € Bl(§) = P[Y|X e B|({§ <g})
m [{we Q| X(w) € BAY(w) < )|

Bedingte Mittelwerte und bedingte Varianzen werden entsprechend definiert:

1
M(Y|X € B) := m%;(my(m
= > §PYIXeB{7})
jeY
V(Y|X € B) = M((Y -M(Y|X € B))’|X € B)
= M(Y?X € B)-M(Y|X € B)?

27. Es ist oft sehr niitzlich, die bedingten Reprisentationen und Charakterisierungen
als neue statistische Variable aufzufassen. Um das zu erreichen, muss die bedingte Re-
prasentation oder Charakterisierung als Funktion aller w € €2 aufgefasst werden. Dazu
betrachten wir fiir jedes w die Menge

XX (W) = {w'[ X (@) = X(w)}

d.h. die Menge aller Elemente von €, die in der Variablen X den gleichen Wert auf-
weisen wie w. Nun kénnen wir bedingte Représentationen und Charakterisierungen fiir
alle w € Q bilden, indem wir diese Menge als Bedingung betrachten. Fiir die bedingte
Verteilungsfunktion erhalten wir:

FIY|X]: Y x Q — [0,1]
1
FYIX]@)(w) = FIYIX € X)) = 57 {9 1Y (W) S 9AX () = X(w)}
X~ (X ()] | |
wobel wir F[Y|X](7) als statistische Variable auffassen. Fiir die bedingten Mittelwerte
und Varianzen erhalten wir:

1

M[Y[X](w) = MY|X = X(w)) = X (X @)

Y (W)

WEX—L(X(w))

VIY[X](w) = V(Y|X = X(w)) = M[Y?|X](w) - (M[Y[X](w))*

Der Zusammenhang zwischen unbedingten und bedingten Gréflen ldsst nun sich einfach
schreiben:

FIY)(5) = M(FY|X](7)
M(Y) = MM[Y|X])
V(Y) == M(V[Y|X]) + V(M[Y]X])
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